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1. DATOS BÁSICOS DEL TFG:

Título: Aplicaciones lineales que preservan ortogonalidad entre espacios de Hilbert

Descripción general (resumen y metodología):

En un espacio de Hilbert real o complejo, H, dos elementos x e y son ortogonales en el sentido
Euclídeo (x┴y) si su producto interno es cero, es decir, (x|y)=0. Es bien conocido que toda isometría
lineal entre dos espacios de Hilbert preserva productos escalares y por tanto envía elementos
ortogonales a elementos ortogonales.  Sea T: H1 →H2 una aplicación entre dos espacios de Hilbert.
Diremos que T preserva ortogonalidad si x┴y ⇒ T(x)┴T(y). Cuando la ortogonalidad entre los
vectores x e y en H1 es equivalente a la ortogonalidad entre sus imágenes T(x) y T(y), decimos que
T preserva ortogonalidad en ambas direcciones o que preserva ortogonalidad fuertemente. Lo
primero es notar que existen aplicaciones no lineales que preservan ortogonalidad, y lo segundo
que la aplicación nula preserva ortogonalidad. 
El primer objetivo será identificar y describir las aplicaciones lineales no nulas que preservan
(fuertemente) ortogonalidad entre espacios de Hilbert. Posteriormente identificar algunas
aplicaciones de este resultado por ejemplo en la compatibilidad de varios productos escalares que
comparten los mismos elementos ortogonales.
Un objetivo mucho más ambicioso, y más difícil, consistirá en el estudio de las aplicaciones lineales
non nulas entre espacios de Hilbert que preservan ortogonalidad de forma aproximada, es decir,
aplicaciones lineales T: H1 →H2 verificando que para un determinado ε en [0,1) la condición 
x┴y implica que |(T(x)|T(y))| ≤ ε ||x||2 ||y||2. Aplicaciones de este resultado para estudiar la
estabilidad de los preservadores de ortogonalidad. Este segundo objetivo será considerado sólo si
la propuesta es de dificultad alta

Tipología: Estudio de casos, teóricos o prácticos, relacionados con la temática del Grado.

Objetivos planteados:

Estudio de las aplicaciones lineales no nulas que preservan (fuertemente) ortogonalidad entre
espacios de Hilbert.
Estudio de las aplicaciones lineales non nulas entre espacios de Hilbert que preservan
ortogonalidad de forma aproximada. 
Aplicaciones al problema de estabilidad de preservadores de ortogonalidad.
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Recomendaciones y orientaciones para el estudiante:

Materias del grado relacionadas con el trabajo: Cálculo I y II, Análisis Matemático I y II, Topología I,
Análisis Funcional.
Nivel de dificultad estimado (bajo, medio, alto o gradual según objetivos): Gradual y adaptable por
objetivos, niveles entre medio y alto. 
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