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Titulo del trabajo: Teorema general del funtor adjunto.

Tipologia del trabajo (marcar una o varias de las siguientes casillas):
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Materias del grado relacionadas con el trabajo: Todas las materias de algebra.

Descripcion y resumen de contenidos:

La Teoria de Categorias constituye una mirada a vista de pajaro de las matematicas. Desde el cielo
se nos escapan algunos detalles y llegan a ser invisibles, pero sin embargo podemos reconocer
patrones que serian imposibles de detectar a nivel del suelo. Las fuentes originales de aplicacion
de la Teoria de Categorias son el Algebra y la Topologia, pero hoy en dia el uso de esta teoria se ha
extendido mas all4 de dichas fuentes y ha alcanzado algunas partes de la matematica aplicada;
quiza como ejemplo mas destacado, la Teoria de Categorias se ha convertido en una herramienta
estandar en ciertas partes de Ciencias de la Computacion.

La idea principal de la Teoria de Categorias es la nocion de propiedad universal, fundamental en
muchas partes de las matematicas. Hay tres caminos diferentes de expresar propiedades
universales: Via limites (colimites), funtores representables y funtores adjuntos que a su vez estan
relacionados entre ellos. En este trabajo nos adentraremos en el estudio de cada uno de estos
conceptos y las relaciones entre ellos para terminar con la demostracion de algunos teoremas de
existencia de funtores adjuntos.

Comenzando con las nociones de producto y coproductos, pullback y pushouts, etc., alcanzamos la
nocion mas general de (co)limite de un funtor. Demostraremos que todos los (co)limites pueden
construirse a partir de unos pocos de tipo basico (como (co)productos, (co)igualadores, etc.) y
daremos entonces diversas caracterizaciones de las categorias (co)completas (i.e., categorias en las
que existe el (co)limite de cualquier funtor), asi como caracterizaciones de preservacion o




reflexion de (co)limites por un funtor.

Los funtores Hom son particularmente importantes puesto que tienen la propiedad no s6lo de que
preservan (co)limites, sino que los detectan. Nos ocuparemos de estudiar los funtores que son
naturalmente equivalentes a los funtores Hom, esto es, al estudio del concepto de
representabilidad. Demostraremos el importante Lema de Yoneda y estudiaremos sus principales
consecuencias, particularmente que toda categoria es equivalente, por medio del embebimiento de
Yoneda, a una subcategoria de la categoria de prehaces sobre ella.

Funtores adjuntos es la tercera propuesta de propiedad universal que presentamos y uno de los
conceptos fundamentales en Teoria de Categorias. El eslogan del conocido libro de MacLane (7) es

Adjoint functors arise everywhere.

Aportaremos numerosos ejemplos de funtores adjuntos que nos confirmaran la verdad de esta
afirmacion. Estudiaremos la nocién de adjuncion desde tres direcciones diferentes, la dada via los
bifuntores Hom, la correspondiente via la unidad y counidad y la tercera direccion via
aplicaciones universales (u objetos iniciales). Probaremos que estas tres definiciones son
equivalentes.

Una vez abordado la idea de propiedad universal desde los tres angulos anteriores, estudiaremos
las conexiones entre ellos, concluyendo con algunos resultados importantes y fundamentales en
Teoria de Categorias. En concreto, demostramos el teorema de evaluacion puntual, que nos
permite afirmar (entre otras consecuencias) que la categoria de prehaces sobre una categoria
pequena 4 es completa y cocompleta; que el embebimiento de Yoneda preserva limites (no asi
colimites); el teorema de densidad (que establece que todo prehaz sobre una categoria pequeiia es
un colimite de representables) cuya consecuencia fundamental es que la categoria de prehaces
sobre una categoria pequefia es una categoria cartesiana cerrada. Finalmente, concluiremos con

el teorema general del funtor adjunto (sobre condiciones para la existencia de un adjunto, izquierda
o derecha, a un funtor dado) que da titulo al trabajo.

Actividades a desarrollar:

Busqueda de la bibliografia recomendada.

Estudio de los resultados y conceptos preliminares sobre teoria de categorias necesarios.
Estudio tutorizado de los resultados a desarrollar.

Verificacion de los objetivos propuestos.

Edicion del trabajo realizado para su presentacion.

Objetivos matematicos planteados

Preliminares basicos de categorias, funtores y transformaciones naturales.

Limites y colimites. Categorias completas y cocompletas.

Funtores representables. Lema de Yoneda.

Funtores adjuntos

El Teorema general del funtor adjunto.
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