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Descripcion y resumen de contenidos:

Uno de los problemas principales en la Teoria de Operadores es el calculo del

espectro de operadores en espacios de dimension infinita, especialmente en espacios de

Hilbert. La teoria espectral de cierta clase de operadores en espacios de Hilbert fue iniciada por el
propio Hilbert en 1904; tiene importantes aplicaciones a problemas de analisis clasico,
especialmente en ecuaciones diferenciales (Problema de Sturn-Liouville). También es una
herramienta indispensable en el estudio de algebras de operadores en espacios de Hilbert, que son
los que forman la base matematica de la Mecanica Cuantica. El objetivo de este trabajo, serd
demostrar el teorema espectral de Operadores normales compactos sobre espacios de Hilbert. Esto
representa una introduccién natural a la teoria espectral de operadores arbitrarios en espacios de
Hilbert. Por este motivo, uno de las actividades a desarrollar seria una recopilacion histérica donde
se aborden todos los autores que han trabajado en este resultado asi como sus aportaciones. La
demostracion del Teorema espectral de operadores normales compactos en espacios de Hilbert,
sera consecuencia del Teorema de Riesz-Schauder para operadores compactos en espacios
normados.

LA PROPIEDAD DEL DIAMETRO DOS EN ESPACIOS DE BANACH.

Dado un espacio de Banach X, denotaremos por S(X) y B(X) la esfera y la bola unidad,
respectivamente. Comenzamos recordando las siguientes definiciones. Sea X un espacio de
Banach:

1) Se dice que X tiene la propiedad de diametro dos para slices (slice-D2P) si todo slice de B(X)
tiene didmetro 2.

2) Se dice que X tiene la propiedad de didmetro dos (D2P) si todo abierto debil no vacio relativo a
B(X) tiene diametro 2.

3) Se dice que X tiene la propiedad fuerte de didametro dos (strong-D2P) si toda combinacion
convexa de slices de B(X) tiene diametro 2.




Cuando X es un espacio de Banach dual, se definen las versiones w* de las propiedades anteriores
cambiando el concepto de slice (respectivamente de
abierto débil) por el de w*-slice (respectivamente abierto débil-*).
En el trabajo de O. Nygaard y D. Werner [NyWe], prueban que algunos de los espacios de Banach
clasicos que fallan a la propiedad de Radon-Nikodym, de hecho fallan a condiciones mucho mas
débiles. En este trabajo demuestran que toda algebra uniforme infinito-dimensional, satisface la
propiedad del didmetro dos. Este teorema se puede aplicar a los C(K)-espacio infinito
dimensional reales o complejos, K para espacio de Hausdorff compacto. Otros espacios de Banach
que disfrutan de la propiedad del diametro dos son las C*-algebras infinito dimensionales, las JB-
algebras cuyos espacios de Banach no son isomorfos a espacios de Hilbert [BeLoRo], los JB*-
triples reales o complejos cuyos espacios de Banach no son isomorfos a espacios de Hilbert
[BeLoPeRo], asi como los espacios de funciones continuas de un espacio compacto Hausdorff
infinito a un espacio de Banach provisto de la topologia débil [BeLo]. Una herramienta que ha
resultado ser crucial en el estudio de la propiedad del didmetro dos, es la teoria del centralizador de
un espacio de Banach, en el sentido de E. Behrends [B]. En [BeRo10], demostramos que todo
espacio de Banach con centralizador infinito dimensional tiene la propiedad del diametro dos. Las
técnicas empleadas en este Ultimo trabajo nos permitieron estudiar la propiedad del didmetro dos
tanto en el tensor proyectivo, proyectivo simétrico y en el tensor inyectivo de dos espacios de
Banach, (ver [AcBeRo], [AcBel] y [AcBe2]). Mas recientemente, se ha profundizado en el
estudio de las tres propiedades anteriormente definidas. Es claro que 3) implica 2) y que 2) implica
1), que el reciproco no es cierto se demuestra en los trabajos [BeLoRu] y [BeLoRul]

a) Todo espacio de Banach con copia isomorfa de ¢, se puede renormar equivalentemente de

manera que toda slice de su bola unidad tenga didmetro dos y existan abiertos débiles
relativos a su bola unidad de diametro arbitrariamente pequefio.

b) Todo espacio de Banach con copia isomorfa de ¢, se puede renormar equivalentemente de
manera que todo abierto débil relativo a su bola unidad tenga diametro dos y existan
combinaciones convexas de rebanadas de su bola unidad de didmetro arbitrariamente
pequenio.

Diremos que un espacio de Banach X tiene norma octahedral si para todo subespacio F de
dimension finita y para todo €>0 existe u en S(X) tal que |[x+A u|[>(1- €)(||x||+| A|) para todo x en F
y todo nimero real A.

En una serie de trabajos G. Godefroy y N. Kalton demuestran que un espacio de Banach contiene
copia isomorfa de 15 si y sélo si X se puede renormar equivalentemente con una norma octahedral.
Otro resultado que se ha obtenido en [BeLoRu2] y que ha resultado ser una herramienta crucial en
el estudio de las propiedades anteriores, involucra el concepto de norma octahedral:

La norma de un espacio de Banach X es octahedral si y s6lo si toda combinacion convexa de w*-
slice de B(X) tiene didmetro dos.

En [GGMS], Ghoussoub, Godefroy, Maurey y Schachermayer presentan, quizas por primera vez,
una notable propiedad geométrica de la cara de los elementos positivos F de la bola unidad del
clasico espacio de Banach L_1[0, 1]. De hecho, se demuestra en [GGMS, Observacién 1V.5, p. 48]
que cualquier combinacion convexa de un namero finito de abiertos débiles relativosa F es un
abierto débil relativo a F. Es bien sabido que en general una combinacién convexa finita de
abiertos debiles relativos a la bola unidad de un espacio de Banach no es un abierto débil relativo a
la bola unidad. En esta linea de trabajo se encuentra los trabajos [AL] y [HKP], donde se
demuestra que en C(K) para K espacio compacto de Hausdorff, toda combinacion convexa finita
de slices de la bola unidad es un abierto débil relativo a la bola unidad (propiedad P) si y solo si
$K$ es disperso (scattered space). Este resultado lo mejoramos en el trabajo [ABHLP] donde se
demuestra que para K espacio compacto de Hausdorff y X espacio normado estrictamente
convexo de dimension finita, C(K,X) el espacio de las funciones continuas de K en X tiene la




propiedad (P) si y solo si K es disperso.
Hasta la fecha, los resultados recogidos en el parrafo anterior constituyen las aportaciones mas
relevantes del Grupo Solicitante en este tema. Conviene resaltar que todo espacio de Banach con la
propiedad de Daugavet, tiene la propiedad del didmetro dos [Sh], es bien sabido que el reciproco
no es cierto. EI Grupo Solicitante ha conseguido ya resultados importantes a este respecto [BeMa],
a saber, las propiedades del didmetro dos y Daugavet son equivalentes en los preduales de los
JBW*-triples. En [BeR09], utilizando las teoria de centralizador de espacios de Banach, damos
una amplia gama de espacios de Banach que satisfacen la propiedad de Daugavet, hasta ahora no
concida y estudiamos cuando el tensor proyectivo de dos espacios de Banach tienen dicha
propiedad. A raiz de los resultados ya obtenidos intentaremos avanzar en el problema planteado
por V. Kadet, N. Kalton y D. Werner [KaKaWe], en buscar condiciones necesarias para que el
tensor proyectivo de dos espacios de Banach tengan la propiedad de Daugavet. En lo referente a la
propiedad del diametro dos nuestros objetivos se centran en concluir el estudio de dicha propiedad
en el tensor proyectivo e inyectivo de dos espacios de Banach. También nos planteamos los
siguientes problemas:

1) ¢Un espacio de Banach transitivo no reflexivo, tiene alguna de las propiedades de diametro

dos?

2) Un espacio de Banach que no posea la propiedad de Radon-Nykodym, ¢se puede renormar
equivalentemente satisfaciendo la propiedad del didmetro dos?

3) Caracterizar las C*-algebras que tienen la propiedad de que toda combinacién convexa
finita de slices de la bola unidad es un abierto debil relativo a la bola unidad.

4) Dados dos espacios de Banach con la propiedad de Daugavet, ;tiene el tensor proyectivo
de los mismos la propiedad de Daugavet?

5) Es sabido que la propiedad de Daugavet se hereda a subespacios de codimension finita.
¢ Qué clase de subespacios de un espacio de Banach con la propiedad de Daugavet heredan
dicha propiedad?

Actividades a desarrollar:

Realizar una recopilacién histérica donde se aborden todos los autores que han trabajado en los
temas propuestos asi como sus aportaciones. Intentar dar respuesta a las cuestiones planteadas.

Objetivos matematicos planteados

Recopilacion historica de la Teoria Espectral de Operadores

Demostracion del Teorema de Riesz-Schauder

Demostracion del Teorema espectral de operadores normales compactos en espacios de Hilbert

Recopilacion historica de los resultados fundamentales y demostracion de los mismos, sobre la
Propiedad de Daugavet y Propiedades de Diametro dos.
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